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Priklad T—-1
Oznac¢me Z mnozinu vsech celych ¢isel a Z~g mnozinu vsech kladnych celych ¢isel.
(a) Funkci f: Z — Z nazveme Z-dobrou, pokud spliuje f(a®? + b) = f(b*> + a) pro vSechna

a,b € 7. Urcete nejvétsi mozny pocet riznych hodnot, které se mohou objevit mezi
f), f(2),...,£(2023), kde f je Z-dobré funkce.

(b) Funkci f: Z~o — Z-o nazveme Zq-dobrou, pokud spliiuje f(a®? +b) = f(b*> + a) pro
vsechna a,b € Z~g. Urcete nejvétsi mozny pocet riznych hodnot, které se mohou objevit
mezi f(1), f(2),..., f(2023), kde f je Z~o-dobra funkce.

Priklad T—2
Necht a, b, ¢, d jsou kladna redlna ¢isla splnujici abed = 1. Dokazte, ze

ab+1 bec+1 ed+1 da+1>
a+1 b+1 c+1 d+1 —

a urcete vSechny Ctvefice (a, b, c,d), pro které nastava rovnost.

Priklad T-3

Najdéte nejmensi celé ¢islo b s nasledujici vlastnosti: Pro kazdé obarveni presné b Ctverecku
Sachovnice 8 x 8 nazeleno, mizeme umistit 7 stfelct na 7 zelenych polic¢ek tak, aby se zadni dva
strelci neohrozovali.

Pozndmka. Dva strelci se ohrozuji, pokud jsou na stejné diagonéle.

Priklad T—4

Necht ¢ > 4 je sudé celé ¢islo. Ve slovenské fotbalové lize mé kazdy tym domaéci a hostujici dres.
Kazdy domaci dres je obarven dvéma ruznymi barvami a kazdy hostujici dres je obarven jednou
barvou. Hostujici dres nemuze mit stejnou barvu jako jedna z barev pouzita na doméacim dresu.
Na vSech dresech dohromady je pouzito nejvyse ¢ barev. Pokud dva tymy maji stejné obé barvy
na jejich domacich dresech, pak maji riznou barvu hostujiciho dresu.

Rekneme, 7e dvojice drest se bije, pokud ma néjakou spoleénou barvu. Pfedpokladejme, 7e pro
kazdy tym X v lize plati, Ze neexistuje tym Y takovy, ze doméaci dres X se bije s obéma dresy
tymu Y. Urcete nejvétsi mozny pocet tymu v lize.

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
: 1/ 2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.
Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.
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Priklad T-5

Meéjme konvexni ¢tyriuhelnik ABC' D, jehoz vnitini ihly nejsou pravé. Predpokladejme, ze body
P, Q, R, S lezi postupné na stranach AB, BC, CD, DA tak, ze PS || BD, SQ L BC, PR 1 CD.
Navic predpokladejme, ze se primky PR, SQ, AC protinaji v jednom bodé. Dokazte, ze body
P,Q, R, S lezi na jedné kruznici.

Priklad T-6

Necht ABC' je ostrotuhly trojthelnik s |[AB| < |AC|. Ozna¢me J stfed kruznice pfipsané ke
strané BC' trojihelniku ABC a ozna¢me D kolmy primét bodu J na primku BC. Osy vnitinich
thlt BDJ a JDC protinaji piimky BJ a JC postupné v bodech X a Y. Usetky XY a JD se
protinaji v bodé P. Ozna¢me (Q kolmy prumét bodu A na piimku BC. DokaZte, Ze vnitini osa
thlu QAP je kolmé na primku XY

Pozndmka. Kruznice ptfipsana ke strané BC' trojthelniku ABC je vnéjsi kruznice trojihelniku,
kterd se dotyka primek AB, AC a tsecky BC.

Priklad T-7
Najdéte vsechna kladna celd ¢isla n, pro ktera existuji kladna cela ¢isla a > b splnujici

4ab
a—b

n =

Priklad T-8

Necht A a B jsou kladna cela ¢isla. Uvazujme posloupnost kladnych celych ¢isel (x,,),>1 spliujic
ZTpy1 = A-NSD(xy,, zp—1) + B pro kazdé n > 2.

Dokazte, ze prvky dané posloupnosti nabyvaji pouze koneéné mnoha riznych hodnot.

Pozndmka. Pomoci NSD(a, b) znacime nejvetsi spoleény délitel kladnych celych ¢isel a a b.

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
: 2 /2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.
Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.



